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PKEFAZIONE 



Quali fra gli etiti geometrici si possono detìnii'e, e quali 
occorre assumere senza definizione? 

E fra le proprietà, sperimentalmente vere, di questi 
enti, quali bisogna assumere senza dimostrazione, e quali 
si possono dedurre in conseguenza? 

L'analisi di queste questioni, appartenenti a<l un tetnpo 
alla Logica e alla Q-eometria, forma l'oggetto del presente 
scritto. 

Onde non l'ar lavoro vano in queste ricerche, già og- 
getto di molti studii, bisogna attenerci rigorosamente alle 
regole: Usare nelle nostre proposizioni solo termini di 
valore pienamente determinato; ben precisare cosa si in- 
tenda per definizione e per dimostrazione. 

1 termini di cui ci serviamo nelle nostre proposizioni 
appartengono in parte al linguaggio comune, o alla Logica, 
in parte alla Geometria. I termini appartenenti alla Logica 
sono nel linguaggio comune innumerevoli; ma in un mio 
precedente opi^colo (*) già feci vedere come con un numero 

( ) Anthmetices prinapta, nova methodo emponla Tonno ISfa^J 
Lo studio delle principali operazioni di Logica o dovuto a Ci Boole (V. ivi). 
Servendomi degli ^tudii del BooIp, e di altn, riuscii pel primo, nell'opuscolo 
menzionato ad espone una teoiia usaiiiìo puiainente seguL adenti gigniflcato 
determinato o mediante ite(im7ione, o mediante le loro propnetà 
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liraitiiitìssìnio di convenzioni .yi |jossano espriiiiorc tutte le 
relazioni logiche di cui ulibiamo ]>isogiio. 

Per un più ìimpio studio lilelle propiietìi delle opera- 
zioni e reliizioni logiche qui introdotte rimando all'opu- 
scolo menzionato. Qui mi limiterò ad un breve cemio sul 
significato dei segni, e a dare nelle note degli schiavi- 
menti, in guisa che si possano senz'altro intendere le tbr- 
mule di questo scritto. Si ha così il mezzo di esprimere 
le proposizioni di Greometria sotto una forma rigorosa, che 
invano si desidererebbe dal linguaggio comune, e la solu- 
zione delle questioni jìroposte riesce di molto agevolata. 
Nel presente scritto mi son limitato a quelle proposi- 
zioni fondamentali di (Teometria, in cui non compai-isce il 
concetto di moto, ossia eù fondamenti della G-eometria di 
posizione. Si vede in esso che, partendo dai incetti non 
definiti di ^unto e retta hmitata, si possono definire la 
retta illimitata, il piano e le sue parti, come pure le parti 
dello spazio. Eiesce pure possibile riconos(;ere, fra le pro- 
posizioni, quelle (a^iomi) che esprimono le piti semplici 
proprietà degli enti considerati, e quelle (teoremi) che si 
possono dedurrle da altre piti semplici. 

Nel § 1 sono spiegati, in linguaggio conuuie, i segni 
degli enti non definiti. 

Nel § 2 trovimsi tutte le definizioni di cui qui si fa 
uso. Nel successivo sono contenute le proposizioni che 
dipendono solo dalle definizioni e dagli iissiomi logici. 

Nei §§ seguenti sono enunciati gli assiomi; ogni Eissioma 
è seguito dai teoremi che ne sono conseguenza. Cosi ad es. 
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la prop. (ì del § 11 si dimostra senza ricovreve agli i\s- 
siomi dei §§ seguenti; ma non si può, o meglio, io non so 
dedm-la dai soli assiomi contenuti nei §§ precedenti. 

Da quest'ordine nelle proposizioni risulta chiaro il va- 
lore degli assiomi, e si è moralmente certi della loro in- 
dipendenza. Si avrebbe ancora potuto segnare accanto ad 
ogni proposizione gli assiomi da cui dipende. Invece per 
scopo didattico converrebbe ordinare le proposizioni a 
seconda del soggetto; p. e. prima quelle che trattano dei 
segmenti, poi quelle sui raggi, sulla retta indefinita, sul 
triangolo, ecc. 

Se nel presente saggio la soluzione dello questioni pro- 
poste ha raggiunto l'assoluto rigore, non può dirsi che 
essa abbia pure raggiunta la semplicità. Una semplifica- 
zione notevole si otterrebbe ordinaiado nel modo che gi^ 
si disse le proposizioni. Altre semplificazioni possono pro- 
durre ricerche ulteriori. 

Sarò lieto del faticoso lavoro tatto nel comporre e 
ordinare queste formule, se il mio sci-itto contribuirà ad 
escludere dalla Geometria elementare molte idee mal 
determinate ed inutili, ottenendo così rigore e semplicità. 

Torino, Giugdo 1880. 
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NOTAZIONI DI LOGICA E ABBREVIAZIONI 



Uff Ig 

P fi ì E 1 wl il 1 afo 
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eg t dal 1 I g flcaj» 1 f 1 Kl 1 g «a 
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Q d 1 f 1 1, n,? 1 leg 1 t ni t un 
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P 1 
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d t b t p t HI 

:jd-l m -'igg b . 

\ ulla OS d {} t h 1 r fi t i ili 

1 l ea> d à ptopo m 

Il seg A 1 mi 1 SI, d H p 1 

3 te d duce uidh ttdl dp posi- 

niFMliml estadllpl c^ 1^-1*. ."■' 

= jfìTtadosdl dpp 11 =6 

dloet llld 1 Db bo 

bè 6 ao p pò t 1 bl t d a!,ì/ 

(oltie ad altre lettere), allora la scrittura a 3 1,^6 significa « qua- 
lunque siano ^ e y, da a si deduce t », e la scrittura « ;= ^ , /< signi- 
fli^ « la a=.b h un'identità rispetto ad a: e 2/ ». 
[a;e]a, ove a sii una pioposizione contenente la lettera a;, indica la elasse 
formata di^li 1- per cui è vera la proposizione a, ossia le radici della 
(ondmonc 1 Di questo segno faremo uso solamente nelle definizioni 
del è i 
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(a, b) [x, y] f, ove f sia una formula contenente le due lettere a; e p, iiiiiica ciò 

che diventa quella formula ove al posto dì aj e 1/ ai legga a e b. 

Useremo questo segno soltanto in alcune tlirnostra7,ioni. Questo due 

ultime convenzioni sono casi particolari di altra ohe qui non esporremo, 

T * ' Queste al)breviaKÌoni compaiono solamente nelle dimostrazioni. 

Le parentesi j j racchiudono le dimostrazioni. 

Colie lettere a, b, .,., s indicheremo, come d'uso, enti indeterminati qua- 
lunque. Non ci serviremo a questo scopo né di maiuscole, né di accenti. 

Useremo come in Algehri le pai'entesi ( ) per indicare l'oi-ilino in cui 
61 devono raggruppare 1 vani egni duna foimula Serviranno pui e 
allo stesso =Lopo 1 segni li punteggiatuia ecc Onde intcr 

pretaie una foimula lm''a coi punti puma si nunirinno i segni 
noa sepaiati da alcun punto poi quelli da jiì pò q eli li due 
e C031 via. I punti si tialis. leranno qiando non siavi peruxl di 
ambiguità 

Dei segna precedenti bastano pei enunciare le prop (teoi ed a'sioni) 
1 7 seguenti e n u — ^ g = L ultimi ha li stessa foima na 
un significato pi esteso che in Al{,ehn 1 se^i e '-' benché 
ulili, non sono neeessaiu, potendot-i, al posto di aQ fi si.riM,VL, 

»-6 = i, 
e al posto di a'^ b scrivere 



eorr sf nde a fra egn e " <^ -. ecc. e le parole 
olo aii nita e [ t j arale lianrin nel lin- 

edvr sgnStd n solo cori'isponde a 
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PEINCIPII DI GEOMETRIA 



§ 1. Punto e segmento. 

!l segno 1 leggasi punto. 

lì segno ^, fra due punti, indica la loro iiìentità (coincidenza). 

Se a, h sono punti, con aìi intenderemo la classe formata dai punti 
intemi al segmento ab. Quindi la formula e e a& significa « e è un 
punto interno al segmento ab ». 



Assiomi sul segno =:. 
a=^a. 
a^^.b .^ .b = a. 

Assiomi sui segmenti. 
a,ty€l,o.a&eKl. 
a,b,c,d€l.a^ii.c^^d:Q.ae = bd. 



i 2. Definizioni, 



a,b^l. ■;}.•. a'f}~:l. | ic e | (6 e aa;). 
aj} €l .0 .: ab' = : 1 . \a: t]{a e wb). 
o € 1 . ft e K 1 : .-. afe = : 1 . [a; e] (y e ft . ìB 6 rty : - = y a). 
» : .: a'}i=:l.[a) i\{_y ^h .a; £a'y: - = ,j a)- 

» : •■. aft' = : 1 . [a; e] (y e ?t . ic e My' : - — „ a)- 

ft, ft e R 1 : .■ . fife = : 1 . 1 te e 1 (y e ft . ic e yft : - = y AÌ- 
h'k=::l.\cc€\{yih.cciy'k: — — ,,A)- 
. fife' = : 1 . l i» e [()/ e ft . te e yft' : - — !, a)' 
fi eKl-O- fi" = hh'. 

Q~[xe]{a,bii.a- = b.x = {ab)" :-~„,b a)- 
a, (?, e e 1 . D : ; «t ^. e e CI . = .-. r e 2 . tì, &, e e r : - = r a- 
3 = [ic e] (a, 6, e e 1 . a, &, e - e CI . a; = (abc)" ■.- — a, 6,o a)- 
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a,ì},c,de.i.:)::a,b,c,di.Cp. = .-.p^3.a,f>,c,aip:- = pA.. 
Ciiv . = . [*" ^K*" ^ K "■ : a, 6 e a; . fl,i, . a6 a?). 

Abbreviazioni 
abc = a{bc) . a'bc = a'{bc) . a'b'c == a'(p'c) . abcd = aipctì) . ecc. 



§ 3. Teoremi. 

Sulle definizioni l e 2. 
a, 6 e 1 . .-. e É «'& . — : e e 1 . ft e ac. )P1 = §2 PI! 

a, 6, e € i . ; e e fl'ò • = . 6 E «e. jPl o P2i 

a, 6, e e 1 . 3 : e e 06* . = . a e c6. | §2 P2 o P3( 

a, 6, e e 1 . : fl e 6c . = . 6 e ac' . = . e e ;)'a. !P4 = : P2 . P3! 

Sulle definizioni 3, 4, 5. 
a ^\ . h ìK l : Q :■.: X E ak . ^^ :: X £ i ,-, y è II . X t ay: - = y A.. 
!P5 = §2P3! 

ael.fteKl:o.-.ireaft.==:a;el.feo a' a;-— a.. !P6— P5! 
» : .-. a; e «'/E . — : ic e 1 . fc n aa; - :^ A.- 

jP7 = §2P4i 
>> : .-. ic € «ft' . = : «: 1 1 . ft o a;'«. - rz; j^. 

1P8 = §2 P5i 
a, &el.fteKlio:6Éi3ft;. = .ae ??fe'. 1P6 . P8 : o P9! 

: D . a'h fl'/;. 
» >■■ :3 .aft'offlft'. 

)Hp . PS : y .-. a; e fflft' , =: : a; e 1 . A n ic'a -^ /^-.q: xei.hr, 

a'a - = A ■' — ■ a^ e oft' : Ts-I 
a e 1 . ft, ft 6 K 1 : . « (ft u ft) ^ aft u aft, 
» : . ((' (ft u ft) ^= «Vi u a'ft. 

» : ;) . a (A u ft)' ^ a/i' u aft'. 

SuUe definizioni f>, 7, 8. 

» ::: ic e ft'fe . ^ ^ >■ wey'z » 
» ::: a; t Afe' . = » » te e ys' » 
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so. h,h,WK.l.h:)li:o-àloìil-h'lo^'i- M' o S^'. 

21. h,n, UKl : :):{à ^h)l — hi'-' kl.ih'^ h)'l = k'I u h'l.{k u k)l' 

:= hi' u RI'. 

22. h,]iEKl.h = A-D-fth~h'k = hh'==A. 

Sulla definizione 9. 

23. ft e K 1 . : : ic £ ft" . = .'. y, s e fè . a; e y'2 : - = y, j j\_. 

24. Ti, ft e K 1 . ft ft : . ft" D ft". 

25. ael.heKi.beh-.o- {<^T {ah)". 

Sulle definizioni 10 e 12. 

26. a:e2. = .:a,bil,a- = ì).xe {ab)" :—^a,bA.- 

27. a, ?> £ 1 . tì( - = 6 : ■ {« 6)" e S. 

28. ic e 3 . = .-. 0, 6, e e 1 - CI. ic e (aBc)" : - = „, t, ^ A- 

29. a, 6, e e 1 - CI. . («6c)" e 3. 

Sulla definizione 14. 

30. A e Cnv. = .-. /* £ K 1 : «, fi e A . o «, & . «& /?. 

31. A, ft e Cnv. o . ft n ft e Cnv. 

5Hp. .-. A, fe e K 1 : a, f) £ A . fl. fc ■ «^ A " «. S £ ft ■ D a, 6 ■ "^^ 'i 
.-. O.'.ftnfteKlia, &eAnft.Oo,6.(i&o/ift.-.0-Ts;. 

32. ft e Cnv. ;eKl.;oft.o;€ft:3.«iyft. 

33. he Cnv. ra, fi, e e fe : o ■ t^&c *■ 

34. ft e Cnv. a, fi, e, rf 6 ft : o . a6c(( o ft. 

35. Ti e Cnv. a, 6 e ft : 'j . (ah)" o ft". 

§ 4. Assiomi I, II, III, IV. 

Assioma I. 
i. 1-^A- 

Assioma II. 

2. o;£l.o.-.a;el.ir- = «:- = xA. 

3. « e 1 . D . a« ^ A- 
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Teoremi. 

ffl, & e 1 . (X = 6 : D ■ a& — A- iHp. ^ . db = aa = At 

(7, 6el.a6- = A ;0-a- = &- jP5 = P4! 

a, 6el.C6(tó:o.ft- = 6. iHp. o : «6 - ^ j\, . P5 : o Ts.i 

(T, 6, e e 1 . Il e «'e : . & - = a. jPT =: P6[ 
ael.fteKl:o.« — e a'ft. 

j4sstoma IV. 
a, & e 1 .«-=:?): . «ft - ^= A- 
reorerrt!'. 
(T, i) e i . «ft ^ A : . a — &. JPIO ^ P9i 

a,&el.o:o!=:6.= .a& = A- iPH = : P4 . Pio; 

a, &el.a-=:E':o.6e «'a6. 
jHp. . ctfi - = A ■ ■ -^ò " «& - — A ■ ■ Ts.( 



§ 5. Assiomi V, VI, VII. 
Assioma V. 

Teoremi. 
a,bEl.'[).a'ì) = ba'. 

jHp : 3 ; ic e «'6 . = . 6 e «te . = . 6 e a;« , = . it; e to' : Tsi 

a,6el.feeKl:o:&€a'?E. = .(te ft'ft. JHp . §3 P7 : o : ò e 

a'h. = .ki^ab- — \. = .kr.ì)a- — \. = ae.ì}'h:o.1s[ 

a,b,c,(ii.l.-:):abnGa-^\. = .ae b'cd .~.be a'cd . = . 

e e d'ai) .=z.dec'aì). 

» .0'.o.'brìCd — = ^.^ .aeb (ed)' . = . & e acd . — 

. e € d'a'b .^.de doli). 
■» .<:): a'h rs c'd- = s. ■ — .ae.b{G'd)' .-^.btac'd.- 
.c^dia'ì))'. =: . df.ca'b. 
h,kiKl.o-hh = hh. 
■> . 'j . h'k = niì'. 
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Assioma VI. 
a, 6 e 1 . . a - 6 a6. 

Teoremi. 
«,&£!. 0-6- ea6. 5Hp.P9.Pl :o:6-e&«.6a = a6:oTsi 
a, ft e 1 . c e «& : : e - .= a . e - = fv. jPlt = ; py . PIO ( 

a, 6el.cea'&:o:c- = a.c-=;&.a — = f?. 
ÌP12 = :Pll.§4P7i 
« e 1 . . ffl'a ^ A- 
a £ 1 .;:).«" :^ A- 
ael.fteKl;y.a-eaft. 

Assiowta VII. 
«, ft e 1 . M - — fJ : . a'6 — =: A- 

a,6el.0:a'fi = A. = ■« = ''■ jPn = : t>ltì .P13i 

a, 6el.fl-=:6;D.fte aa'fi. 

!Hp . 9 . «'& - = A ■ ■ «'& f^ «'& - " A • ■ Ts< 

§ 6, Assioma Vili. 
«, C, e, (^ e 1 . e e arf . 6 e «e : 3 . 6 e «(ì. 



a, e, ti e 1 . e e at? : D . «e «'J jPS =^ PIS 

«, 6 £ 1 . e e a& : D . ac flò. JPS — 6 [rf] P2[ 

» « : . et «6. iP4 = (a, &) I &, o] PS; 

» * -.'j-ac^C'jCb'^ah ÌP5— :P3.P4i 

a, 6 e 1 . e € a& . tó e ac : . crf afi. 
lHp.P3.P4:o-crfoac.acoa;):o.Ts; 
fl,6el.ce«6:o-CÈ a'aì>. jHp . q ; e - = a : d : 

ac — = A - «e D t*^ ■ ■ "iC n (i& - = A : D ■ T^! 
«,&el.0.o;6Da'a6. ÌP8 = P7( 
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«, e € 1 . & € a'c ; . & £ cCac. !P9 =^ P8 ( 

a, 6 e 1 . . a'6 «'«6. ÌPIO = P9i 

o, &el.a- — &:o.«&'-'(ìua'^0 a'a&. 

|Pll = :P8.P10.§4P12i 

a, ò, cel.&€«c:o.a'co(t'6. ÌP12 = P1( 

a, cel.&€«c:o.6e oa'c. 

lHp.§4P6:3:c-=:<[.§5P16:o:«'c- = A.-«''^'D"'^-0-Ts! 

a, 5 e 1 . . a& [) «a'6. SP14 ^ P13[ 

o, !» e 1 . e e a'ì) : . e e fflfl'fc. JPIS = Pis; 

fl, 6 € 1 . . tt'fi aa'6. ;Pi6 = PISJ 

a,6el.a — ^&:0.a6ij&ua'6 «a'6. 

iP14.P16.§5P18:oP17j 

«, 6, e e 1 . 6 e «e , e e «è : =: A- 

JHp . (ò) [dj PI : : 6 e a6 . §5 PIO : o a1 

a, & e 1 . . «6 " ffl'ft = A- 1P19 — Pisi 

&, e e 1 . y . c'è n ft'c = A. 1P20 = P18( 

«, & e 1 . D . a'6 n &'« — A- ÌP21 = P20! 

a, ft, rf e 1 . d'fi n drf - ^ A : 3 ■ '' € 0(i. ÌP22 == PI { 

a, &, d e 1 . 6 6 ««rf : . 6 e arf. ÌP23 — P22( 

a, è e 1 . ■ aa& «6- )P24 = P23S 

a, &, d E 1 . d 6 a'a'6 : o . d e a'&. !P25 = P22! 

a, & e 1 . . a'a'6 o <*'&■ !P26 — P25| 

a,ftel.a- = &:3.&e(a6)". )Hp.g4Ptì.§5P10:o.-.cea6 

. rf € c6 : ~ = o,d A ■■■ ■'■ e» (^ e a& ■ & £ c't^ ■ — = c,tì A ■■■ Ts( 
a, & e 1 . D . a& (afi)". jHp .i»eafi:o:iK — :=a.o; 

e (aa?)" . aie o a& . (a.«)" o {«6}" : o . ic e («&}"[ 



§ 7. Assioma IS. 

a, d e 1 . 6, e e ad : ; iJ = e. u , & e Mc . u . ?) £ crf. 

Teoremi. 

a, (^ e 1 . e e arf ; . acJ «e u e u Cd. iP2 ^= PI j 

a, &el.ce«&;o.aiJoacucuc?(. |P3 = P2! 

a, & e 1 . e e a6 : ■ a'' = «e u e u c&. ÌP4 = ; P3 . §6 PSj 
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a, d ti -b ead .c eM : ■ à i ac. JHp . §6 PI P18 : o : 

a,del.6, cearf.6-=:c.6-ecd.Pl :o.Tsi 
a, d e 1 . 6 e ot^ : . M fl'f*. JPS = P5| 

a,bel.cea'b::).bcoa'b. ]P1 = (e) [d] P6! 

a, & e 1 . e e a'6 ; . 6c u e u rt'c «'&. 1P8 = : P7 . §6 Pi2i 
a, 6 € 1 . e e rt'6 : 3 . 6c rt a'ft - = A- 
JHp . ; e - = & . 6c - = A, ■ &c a'6 : Ts[ 
a, & e 1 . e e a'6 : ■ e e b'a'b. 
a, 6 e 1 . . a'& ò'a'fi. 
fl, e e 1 . 6 e 00 : ■ «e " o'& — — A- 
jHp . P9 : ; 6c «e . 6c n a'?! - =; A ■ D - Ts[ 
a, cel.&€(K!:o.&€ adc. 
a, e e 1 . ■ <^c oac. 
a, 6 e 1 . . a& aa&. 
a, 6 e 1 . . aafi = ab. 
a, 6 e 1 . e e «'& : . e e a'a'6. 
a, ftel.o.a'ftoa'a'ft. 
a, ?) e 1 . . a'a'6 1= a'b. 
a€l.fé€Kl:o- oak = ah. 

» » : 3 , a'a'h ^ a'ft. 
&,del.ceM:o.rf'fioc'6. ÌP32 = P5i 

a, & e 1 . e e a'ò : D . a'c 6'c. ;P23 = (a, b, e) \b, e, d \ P22f 
«, 6 e 1 . e e a'ft : ■&'<-'" «'i' — = A- 

!Hp . P23 . §6 P12 : : a'c - — A ■ «'e o &'c . a'c o o'^ : ■ 'l'^l 
a, b e 1 . e e tt'6 : . e e èto'. !P25 = P24( 

a, 6 e 1 . D . a'6 fifta'. 1P26 = P25i 

a, d, e e 1 . a'6 n ?)'c - — A : a ■ 6 e «e. SP27 = P5( 

a, 6 e 1 . e e Ma' : . e e W. 1P28 = P27| 

«, É 1 . D . &6a' fta'. 1P29 = P28i 

a, 6 € 1 . D . &6a' =: ba'. !P30 = : P29 . P26i 

ael.fteKlio- aaft' ^ aft'. 
a, e e 1 . e e ae . 6 e ae . (ì e ce : . e e 6d. 
JHp . P5 ; 3 ; e e Se . 6 e ce : . Tsi 
a,e€l.ceae.6eac.&ece: = A- 
IHp . 6 [rf] P 32 : : e e &6 . §4 P3 : o aÌ 



!P10 = P9( 
ÌPH=P10i 



;P13=P12| 

)P14 = P13i 

]P15 = 6[c]P14( 

iPI6 = :P15.g6P24i 
JP17 = P12i 
ÌP18 = P17i 

]P19 = :P18.§6P26i 
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a, eel.eeaeio.acnce — A- )P34 = PS3i 

o, & £ 1 . e € «& : [) . ac n cft = A.- !P35 = P34| 

a, & e 1 . . a'6 (a6)". jHp . x ta'b : '^ .-. e e.ab . d e.bc : 

— zr c,i( A ■■■ ■'■ e, rf € flfi. ic e tì'd : - = ci A •'■ D ■ i^ £ (afi)"( 
a, ;>el.a- = ft;o.ft'o'j«'->aftu6uffl'6 3 [afe)". 
SP36.§6P27P28:oP375 

ael.fteKl.<»-eft:[).fìr'au«uaftuftua'ft3 (aft)". 
a,6, cel.c!-e6c:o. ('»c)'a u a u abc u ftc u a'bc o (a&c)". 
«, 6 e 1 . e £ «'6 . d e fflc : . d e fflft u 6 u a'6. 
JHp . PI . P7 : : d e aft u ft u ftc . te «'& : ■ Tsj 
a, 6 e 1 . tó E aa'6 : o ■ «^ e afi u 5 ■-> a'?). ÌP41 = Pi<ì\ 

a, 6 e 1 . . ao'& o «6 u 6 ^ ra'ft. ;p42 — P41i 

a, f'El,a- = 6:0. aa'& = àb^ò^ a'b. 
JP48 . §6 P17 : D P43[ 

ael.fteKl.a-e/r:^. aa'ì<- ^akwh ^j a'k. 
a,l>i.l.c,d&ab:Q .cd-^ab. 

;Hp.rf = c.§4P4:o.Ts. (a) 

Hp.tóeac.§6P6:o.Ts. (p) 

Kp.decb. (a, b) [b, a ] (9) : q Ts. (tì 

IIp.Pl.(a}(p)(T):3.Ts4 

fl, 6 E 1 , . «6 e Cnv. jP46 — P45; 

a, 5 £ 1 . c) . « u a6 e Cnv. 
» .^.auafiu&ECiiv. 



^ S. Assioma S. 

1. a. b i.1 . e, d f. a'b : -^ : e ^= d . '-i . d è bc . •^ . e e bd. 

Teoremi. 

2. a, 6 £ 1 , e e a'& : . a'6 6c u e u b'c. ;P2 = PiJ 

3. a, & e 1 . e £ a'6 : . «'6 &c w e u a'c. !P2 . §7 P23 : o P3! 

4. a, 6 e 1 . e e fl'ft : . a'6 = 6c u e u a'c. ;P4 = : P3 . §7 P8| 

5. a, ò £ 1 , e £ a'6 : . a'6 «e u e u «'e. 

SHp . P4 . §6 PS : D : a'Zi = &c u e u a'c . bo «e : o . Tsj 

6. a, 6 e 1 . e, d £ ffl'6 : . (f £ ac u e u a'c. !P6 ^^ P5j 
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a,c, del. ac f-, ad — ^^:o. de £(€•-• c-i a'c, |P7 = PtìJ 

a, e El.de a'ac : ^ . rf e «e u e ^ a'c. jP8 =: n\ 

a, e € 1 . 3 . a'ac oc u e «j a'c. )P9 = PS5 

a, 6 e 1 . . a'afi o a6 w 6 u a'O. JPIO = P9; 

a, ftel.fl — ^b:o. a'a& = aft u ò u a'b. 
lP10.§(3Pll:oPllS 
a, ft e 1 : ■ «'aò = aa'b. 
ael./ceKlrg. a' afe =r aa'fc, 
a, 6 e 1 . e, rf 6 a'ò : 3 . et/ y a'?>. 
;Hp. c = d:o:cd = A.:oT3. 
Hp . d e &c . §6 P3 . §7 P7 : : Cd 6c . 6c D a'b : :> Ts. 
Hp . e e 6d . (e, rf) [d, cj (P) : D - Ts. 
Hp.Pl.(a)(p)(T):D.Ts.! 

a, ?» 6 1 . . a'6 e Gnv. 1P15 = P14[ 

a, ft e 1 . . 5 u a'6 e Gnv. ;P16 = : P15 . §7 P7J 

a, 6, e e 1 . 6 e ca : . c'ca = c'cb. 
!Hp . Pll . g7 P4 . P3 : : c'ca — ca^a^c'a^cb'^h^ Ivi u a 

u c'a = c6 u ò u c'cb : o Tsj 
a, 6, <; e 1 . ;j e c'a : . c'ca = c'è». !P18 = fò, a) | a, ^1 P17i 
o, e e 1 . 6 e c'ca : ri ■ c'ca = c'cb. [P19 ^ : P17 . PISI 



;pll.§7P43:oP12i 



(«ì 

m 

(T) 



§ fl. Assioma XI. 
a,b,c,d£i.ì>i.ac .ceMiQ .cead. 



Teoremi. 

&, e e 1 . 6 € ac : Q . ii'c a'c. 

6, e € 1 . 6 e ac : . &'c ^ a'c. 

6, e e 1 . & e c'a ; D . ò'c ^= a'c. 

e e 1 . 6 e c'ca : ^ . ft'c = a'c. 

& e 1 . e e a6 : . c'ab o &'a u a i 
ÌHp.§7P4.g8Pll.P3:o:afi 

. c'ac =: ca 

:D.Tsì 
a,6£l.;:),(a&)''D&'' 



!P2:= 

1P3 — :P2. 

SP4 — {b, a) [a, b] 

1P3 . P4 . §8 Pil : . 

i-jab^bu a'b. 

-acijc<jcb. &ab = dm u 

e' a . c'cb ^^cb ^b w c'b . da = b'a .db = 

a'b. ÌP7- 



Pii 
P23! 
P3i 
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8. a,i>el.a- = f):o- [fib)" ^b'a'-'a^ab^b^ cCb. 
ÌP7,§7P37:o.P8i 

9. a, 5 e 1 . a - = & : 3 , (a&)" = ì)'ì)a u & o a'b. 
!P8.§8Pll:o.P9| 

10. «, e e 1 . 6 e c'ca ; ■ (ac)" — [bc]". ;P9 . P5 . §8 P19 : o PlOj 

11. a, e e 1 . 6 e o'c : . ?'c =c'ca. 

)Hp . §8 P4 .P3. §8 Pll : : b'c = Ga^a'^b'a. b'a — c'a . c'ca 
= muaoo'a:3Ts.i 

12. a, e e 1 . & e a'c : . («e)" = (&c)". 

JHj) . Pil ; : 6'c =: c'ca . a'c = c'è;» : o ; dea <-< e u a'c = ò'c 
■j e u c'cb : TsJ 

13. a, e e 1 . ft e (ac)" . & - =z e ; o . (ac)" — (&e)"- 
JP13=:P10.P12! 

14. a, 6 e 1 . c, rf € (afi)" . e - = rf : o . (afi)" = (crf)". JPIS o P14[ 

15. r€2.c,d€r.c-=:d:o.>^ = (ed)". JPiS = P14| 

16. r, seS.a, ftel.a, iJerns.a- = ft:a-^ = s. 
|Hp . P15 : : r = {aò)" . s == {abf : o Tsi 

17. a,&el.o.(a&y'ÉCnv. 1P14 3P17J 

18. 2oCnv. 

19. a, 6, e e 1 . a - ^ 6 : : a, ?), e e GÌ . = . e e (a&y. 

20. a, 6, e € 1 . .-. a, 6, e e CI : = : a ~ & . u . a ^ e . w . () = e . o . 

a e 6c . u . ii e ac . u . e e a&. 
31. a, 6, e e 1 . d e 6c : : «, 6, e e CI . = . a, 6. (( e CI. 
22. a, &, e € 1 . e e a&c ; ; a, 6, e e CI . = . a, &, e e CI. 

§ 10. Assiomi XII e XIII. 

Assioma XIJ. 

1. /■ e 2 , .-. ic e 1 . ic - e J' : — = ^ j\_. 

Assioma XJJJ. 

2. a, 6, e e 1 . a, ft, e- È Ci . d € te , e e arf : .-. /'eac . ee 6/": — = f a- 



a, b, e, e £ 1 . a, 6, e — € CI . Ce n a'e - = A : ■ «e "^ ^'e 
JP3 = P2J 
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a,b,c,eei.a,ìì,c-i.C\:o:bcna'e-=ii.^=::.acr.b'e~=\.. 
]P4 = :P3.(ft,a)[«, 6JP3[ 

a, (?, e e 1 - GÌ . : e e afte . = . e e bac. JP5 = P4{ 

«, e, e e 1 - GÌ . [) . «6c = bac. !P6 = P5( 

* . . ate = (a&) e. 

ÌHp . . a ((»c) = a (cfi) =; e (o;6) =; (a(»)cj 
a, &, e e 1 - CI . : e E &'«'e . — .ce a'b'e . = . e 6 (aij)'e- 
ÌP8 = :P5.P7( 

a, b, e e 1 - CI . . b'a'c = a'b'c = {abyc. !P9 = P8S 

a,b,c£X — C\.p€ab.qeac:^ .pg o «te. 
jHp. : P2 OP«C .pa OB . iiac aiJC : Ts( 
a, &, cel.«-e6c .p e<T6.3eac:o .jpg-oafic. 
JP10.§6Pl:o.PUi 

& e Cnv. ael.a~efc.&,cefc.pea&.g'eac:o.i)()'0«fe. 
jHp.o:&cofc.«— ef»c .pgoa'JC-a&coaft :o .TsJ 
ft e Cnv .ael.a-£/c:o.«it Cnv. JPIS = P12! 

a, 6, cel.a--e6c;3. abc e Cnv, 
a, &, e, d e 1 . t) - e Cd . « - e ?)cd : o ■ (^bcd e Cnv. 
ft e Cnv .ael-tt-efri^.i^ftufte Cnv, 
k e Cnv . a e 1 : ^ . a o a/^ e Cnv. 
le € Cnv .ael.'o.tì'-'at'jfce Cnv. 
fl, &, e e 1 - CI . tì e Bc . e e od . a; e 6'0 ; . a; e ode u acu S'oc. 
lHp.P2:o.-.reac:e£er:-^fA- (a) 

Hp . /"e «e . /■£ 6'« : ; 6'e = e/'u /'u &Y. e/"3 «te . /"o «e . fi'r 
6'ac:o-Ts. (Pi 

Hp.(a)(p):o.Tsl 

a, b, e É 1 - GÌ , d e 6c : . b'ad o ode o ac u B'ac. ;P20 ^ P19 ( 
a, B, e e 1 - CI . ■ be' (oBc)". 

]Hp.o.a6- = A- (a) 

Hp .p e «ò . ic e Be' : , ic'p n oc - := A- (P) 

0(abc)":o.xe{aì)c)". (t) 

Hp.a;e6c'.(a)(P)(T):o.a^e(aecr.( 
a, bjCel — CI,o-«'-'&"C'Jo;bu.,. ufl'd u... uafic ^j a'bc^... 
« a'&'c " ... {abc)". JP21 . §7 P39 : o P22i 
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a, ^, e e 1 - CI . . {bc}" o (aie}". 

a, 6, e e 1 - CI . i' = (bc)" : o . a'r o (f^bc)''. 

]ìip . a,1}, e €Ì~C\ .p =i(abc)" . a - i r : .Ts. (a) 

» » . « e r . & - e r : 3 . Ts. (B) 

» » .«€J'.6ef:o:c— £r:o- 

Ts, (T) 

a,h,cel — C\ .'ptabc: y . ct&c ^^X' ^ pa •j pab ^ pb u phc <j pc 

^pca. 
]Ep.O-bGua'p~ = ^. (a) 

Up . d e bc . a ^ a'p iQ-.bc =: bd '-' d -j de . abc = abd ^ad<j ade 
■Pi ad .a4z=ap up '~ipd.abd=.bap ^hp^ bpd.adc =:cap 
u cp u cpd .pbc =pbd vpd updc : o . Ts. (8) 

Hp.(a)(p]:oTs.l 
«, !», cel — CI .p, geafìC.p — ^5:o.p'2n(a u «^ u 6 u 6c u 

e ij Ciì) — ^ A.. 
JHp . P26 : : 3 ep (a u a?) u 6 u &c u e u ca) : 3 Ts.J 
'/^ e 3 , o e 1 . a — 6 r . 6 e r , e e ò'ffl . ti 6 aV : . tó e c'r, 
)Hp . . r n arf - = A.. (a) 

Hp . e e >• . e e ad . e =:; f> : : d e a'6 . a'& = c'6 : . Ts. (p) 

Bp.eir .e€.ad.e-=zb:'j.a,b,d — (.GÌ .r:=(òe)".&'endc 

Hp.(a)(pl(T}:oTs.! 

re.2.a^l.a-i.r.ber.c^b'a:-3.a'ro c'r JP39 = P28; 
re2.cel.c-Ér.aecr;a.aVo cV. jPSO =^ P29[ 

a, 6, ce 1.- CI .iJeaòcio.ij'afiCDa-j ... u a&o ... '-'«'fi ij... ^ 

at<c u a'&c u ... w ff'6'c u ... 
ii£p . .p'p« = pa u a u p'a o afte u a u b'c^a. («) 

Hp . .p'pab ^=pàb'jab -^p'ab o <ibo u ab '-'p'{ab)". (P) 

Hp.3.p'(a&)"oc'(a())". (t) 

Hp.(a)(p){T):oTs.l 

«, &, e e 1 - CI : . {abc)" ^a^b^c>~'ab^ac^hC'ja'b^ab' 
u b'c LJ e;/ u e' a u ac' u a&c u a'ftc u ?ì'co; u dab u a'6'e u &'c'a 
uc'a'6. ÌP22.P31:o.P32S 
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a, ft, 6' € 1 ~ CI . ^ .-. a; e [abc]" : =: : a,J), x e Ci . --i . a, e, a; e Gì 
. u , &, e, a; É CI . -j . a: e ahc . ^ . a e bcx . u . 6 e acce . u . e e abx 

. ^ . aW n Ì)C — = :\_ . •-' .iX n aC — = \ . •-'.CXnaì) — ^^. 

g 11. Assioma XIV. 

a,b,Ci.l.a,ì),c-iG\.d^l)c.fi.ac:^:.eeaa.ef.bf:-~ = s^. 

Teoremi. 
a. b, d, /'e 1 . a, 5, rf - e CI . o'rf n «Y- = ^ : ^ . a(^ n 6/"- = jV- 
ÌP2 = P11 

a, 6, rf 6 1 - CI . /■£ a'bd : . /'e &'arf. jPH = pa( 

a, &, e e 1 - CI . D . oft'c o &'«''■ 
a, Ei, e e 1 - GÌ .p e a'iì . 9 e a'c : o -iig o «'(?e. 
\K-^.-^:-pq^pa'c.pa'c^a'pc.pc = cp^ca!b .ca'b-^a'cb: o 

: pg 3 a'pc . pc o a'c6 . a'pc o o'cì» : o Ts. [ 
ft e Gnv .fflel.o-e/i:o «'A € Cnv. 
ft e Cnv .ail.a — ehio.ahvh'-'a'fie Cnv. 
JHp . P6 . §10 P13 : : aa'h e Cnv . §7 P44 : o Ts( 
h e Cnv .«el.a — eft:o-ft'-'«'fte Gnv. 
«, 6, C€l — Cl.pe&'a .g ec'a: o.pgob'c'a. 
!Hp : :i5e Dpc'a o c'pa o c'6'a : o Ts.j 
h e Gnv .ael.fi-eA:o.ft'ae Gnv. 
a, &, e e 1 - CI . d e 6c : . Offc o b'ad. 
JHp . : e e Cd . de ò'ti . «rfc o aii'd o 6'ad : [) , Ts.( 
a, b, e e 1 — CI . d e Se : ■ fflc 6'ad. 
jHp . : e É 6'tì . ac o aB'tZ o b'ad : ^ Ts.j 
a, ?), e e 1 — CI . d e 6c : ■ ^'C'C ft'arf. 
ÌHp . . ac b'ad . o ■ &'«c o b'b'ad = b'ad . o . TsJ 
a, 6, e e 1 — CI . d e &c : . ade u esc u 'y'ac 3 b'ad. 
JPÌ4 = :Pli.P13.P13i 
a, 6, e 6 1 - CI . d e Ce : D . b'ad = ade •^ac^ b'ac. 
]P15 = :P14.§10P20( 

a, &, e e 1 - CI . id £ &c : . d'ab ^^ c'ab u c'a u e'd'a. 
ÌHp ; : ic e d'«& . — . a e S'icd . = .' a e (a; de u ir:c ^ ;)'a;c) . = . 
a; e (c'd'a •-> da ^ c'afi) : ■ 'l-'s-i 
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a,ì), 
a,b, 
a, b, 
a, h, 



a, 6, e e 1 - GÌ . rf e Etc : . {abc)" = {abd}". 
JHp . : 6c =^ M u d u de . abc = abd ^ad u ade . a'bc = a'M 
u a'd u a'dc . Vda = b'd'a ^d'U'j d'c'a. 
: d'i) = cfb . a'd'b = a'c'b. 
: 6'd = M u rf u &'c . a'b'd = a'bd u a'd ^ a'b'c. 
: b'ad = ade ^ac^ b'ac. 
. : d'ab = e' ab ^da^ dd'a. 
.O.Ts.( 
), e e 1 - CI . tf e {bcf. d - = e : o • iabcY = {abd)". 

e 1 - CI . d e abc : o - {abc)" =: (abd)". 
\.pèbc.dèap:o- (abc)" ~ {abpy ~ {abd)"{ 
>, e e 1 - CI . d e a'bc : o . {abc)" = {abd)". 
), e e 1 - GÌ . d e {abc}" . d - e {abf : o . {aie)" ~ {abdf. 
^ e e 1 — CI . d, e e {abc)" . a, d, e - e CI : ^ . {abc)" = {adef. 
'},Cf.1.-Gl.d,e,fe {ahcf . d, e, f-eCl: o-{abc)" ={deff. 
peS.a, ì>, cep.o, &,c — eGI: .p=:{abc)". 
p, 3 e 3 . a, i», e e^ì n g . a, 6, e - e GÌ : -P ^ §■ 
3 Cnv. 

a, (), e, (i e 1 . a, f>, e - e CI : . a, &, e, d e Cp . ^ . d e {abc)". 
a, b, e, d il. ^.■. a, b, e, d£ Cp .^: a, b, e èC\.'~' .a,b,d^ Ci . 
o . a, e, d e GÌ . u . &, e, d e GÌ . y . a e ìicd . u . ft e acd . -j . e e 
abd . u . d e a&c . 'j.a(>ncd-=:A.'j.aen6d — = a-'-'- 
ad n 6c — z= j^. 
peS.reS.a, &€pnr,«-=r6:o.j'op. 
re2.BÉl.a — er.&er.ce&'a.decVio.de a'r. 
r'e2.cel.c-er'.a6cr;o.cVo a'»'. JP31 = P;W[ 

re3,cel.c-er.o6Ci':o.o'r = cV. 
1P32^:P31.§10P30! 
/■e2.ael,fl-er'.6e?^r6!;o.aV = b'r. 
ri2 .ani.a — ^r .cea'r .bec'r-.'^.ber'ra. 
r e 2 . a e 1 . a - e r . 6 e r'r a : . j-'r a = r''r ^. 
re2.(iel.a-e»^:0. («*■)" e 3. 

» » : . {ar)" z=Lr^r(JÙ^r'ra. 

pe.B.ail.a-f.p .bi.p'pa:-o.a'p=b'p. 
■" » .cea'p .bedpiQ.b tp'p a. 

» » .bip'pa:Q.p'pa=p'pb. 
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§ 12. Assiomi XV e STI. 

Assioma XV. 
peS.o--. (tel.«-ep:-— oA- 

Assioma XVJ. 
pe,3.ael.-a~^P-!)ca'p.xi.l:o:x€p-'-'-awr,p — ^^ 

Teoremi. 

!P3 = P2( 

p,gi.3.aipnq:^.:r€2.r-^pr,q:- = rA. 
IHp . -■. & £ g . fi - == a : - = i, A- (a) 

Hp.6eg.&- = fl.(iep:o:(a6re2.(a!i)"OÌ5"!i:oTs. (8) 
Hp.6e3.6-ep:o-'-Ce9.c-€(«(>)" :-— «A- (t) 

Hp.b- = a:o:t^eii'a.-=dA- (^) 

Hp . 6 e 1 . e - e^ì . d e &'« . e e 1 : .■■ ic e p . ic e (6c u e u ed) : 

- = .A. (n) 

Hp.&ea.fi-eiJ.cea.c-e ((ì&)". <; e &'<t . a; € ji . a; e (&c u c 

vj crf):3:rfeg'.6cuC'JCdDg'.fl7e2. a-€{fiC'JC'JCd). 

x-^-a. (ax)" e 3 . («a;)" op n g : ^ . Ts. (6) 

Hp . 6 e 3 . ?» - ep . (T) (b) (n) (9) : D ■ Ts. (\) 

Hp.{a)(P)(\):r).Ts.i 
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P2, Si le^e « la proposizione a = !» è equivalente alla & = « ». 
Volendo, invece dei punti, usare le parentesi, si dovrehhe scrivere 
{a = b) = {ì) = a). 

P3. « Dair. insieme delle proposizioni o = ft, e & =: e si deduce 
la a — e». I punti stanno per indicare l' a^ruppamento 

Le proposizioni 1, 2, 3 esprìmono le proprietà caratteristiche di 
ogni identità. Esse sono fra loro irreduttibili. 

P4. « Se « e & sono punti, allora ab indica una elasse dì punti 
(agura) ». 

P5. « Se a, 6, e, d sono punti, a coincide con fi, e con d, allora il 
segmento <m è identico a ^d ». 

Le proposizioni 4 e 5 dicono che « il segmento ab è una classe 
dì punti, determinata dati i dite punti a & b ». 

Si ha così una categoria dì enti, chiamati punti. Questi enti non 
sono definiti. Inoltre , dati tre punti, si considera una relazione 
fra essi , indicata colla scrittura G(.ab , la quale relazione non è 
parimenti definita. Il lettore può intendere col segno 1 una cate- 
goria qualunque dì enti, e con aab una relazione qualunque fra 
tre enti di quella categoria; avranno sempre valore tutte le defi- 
nizioni che seguono {§ 2), e sussisteranno tutte le proposizioni del 
g 3. Dipendentemente dal significato attribuito ai segni non defi- 
niti 1 e CEaf», poti'anno essere soddisfetti, oppure no, gli assiomi. 
Se un certo gruppo di assiomi è verificato, saranno pure vere tutte 
le proposizioni che si deducono, non essendo queste proposizioni che 
trasformazioni di quegli assiomi e delle definizioni. 
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Per definizione si intende una proposizione della forma co=-a, 
ovvero a ^ . a; 33 a, ove a fe un aggregato di segni avente senso già 
noto, ic è il segno, gruppo di segni, che si vuol definire, ed a è 
l'ipotesi sotto la quale si dà la definizione. Dire che, dati certi enti, 
si può definire un nuovo ente x, significa che cogli enti dati si può 
formare un'espressione a in guisa che si abbia l'eguaglianza x^^a. 
È chiaro che non tutti gli enti si possono definire; ma è impor- 
tante in ogni scienza di ridurre al minimo numero gli enti non 
definiti. Di questi si enuncieranno solo le proprietà. La riduzione 
degli enti non definiti al minimo numero presenta alcuna volta del- 
l'arbitrario; così se mediante a e & si può definire e, e mediante 
a e e si può definire h, resta in nostro arbitrio la scelta come sì- 
stema ìrreduttibile fra a,b & a, e. Così, nel nostro caso, invece dei 
segni 1 e afe (punto e segmento) si sarebbero potuti 
segni 1 e a'b (punto e raggio); la cosa non sarebbe stata \ 
assumendo come concetti non definiti il punto e la retta. 

Se in una scienza sonvi enti non definiti ed altri definiti, tutte 
le proposizioni di quella scienza esprimono proprietà dei soli enti 
non definiti. 

Il significato qui attribuito alla parola definizione coincide, ovvero 
non, col comune? È facile il vedere che le definizioni che com- 
paiono in matematica, eccettuate al più le prime tuttora oggetto 
di discussione, tradotte in simboli, hanno la forma precedente- Si 
esaminino ad es. le definizioni di numero primo, di limite, della 
continuità delle funzioni, di derivata, ecc. 

PI. « Essendo « e 6 due punti, col s^no a'ì) si intende la classe 
formata dai punti x tali cbe il segmento ax contenga nel suo in- 
temo il punto & * . 

P2. Per i segmenti, ed in generale, ove si intenda con e e «6 una 
relazione simmetrica in a e 6 (Assioma V), sarà ab' identico con 
b'a. Se colla scrittura aàb si intende « e è equidistante da o e 
da & », allora ab è il luogo dei punti equidistanti da a e da i; a'b 

Paxao — Principe ài Gioinetria. 3 
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è la superficie sferica di ceniro !) e passante per a. Gli accenti in- 
trodotti in queste due definizioni figurano in certo modo come s^no 
d'inversione Ts-i [eimcttcì li iiiolveie la lelazione eco ii- 
spetto ad um qualunque delle ti e lettele (^3 P4) Il segno ah i pu i 
leggere « il pi ^lungamento ìalla parte di a kl se^n ent al 

P3. « Se o ^ un punt^^ e / e una la'^'^e di pi iti allora con nJ- 

si intende Imsitme di tutti i punti < che hann la frop leti ci e 

esistono de^li y appaitenenti alla classe ft tali che h 11 un ay , 

P4, « Nelle stelle ipotesi al e- il luogo dei punti che stann 1 

su qualche ay ove y appartenga a k 

P5, « E con ak <fi intende la flccuia tonnata lai pi olungamenti 
dalla parte li a dei sementi che vanno da r ai vani punti di l . 
P6. « Se fi e S- sono due figure con hJ si mte i le 1 insieme dei 
punti X aventi la piopiietà che y può deteiraniie un j punto 
di ft, in guisa che f appartei^a alla figura jJ Pm lie^enieito 
(§3Pn), fifc e la hj^ura 1 n ^tT lai e£;ni nti ci t \ai no d 1 "vaiii 
punti di h 11 \ari punti di 1 

Le deiìnÌ7Ìoni 3-8 permettono di indicare con (>egni un gran 
numero di enti geometrici. Cosi abc indica un triangolo; aòcd, ov- 
vero {ab){cd), indicano tetraedri; a'bc indica la porzione di piano li- 
mitata dal segmento 6c e dai due raggi a'b e a'c ; a'b'c è l'angolo 
formato dai due raggi a'c e b'c; ab'c è la porzione di piano limi- 
tata dal raggio h'c, dal segmento ac, e dal raggio condotto da a 
parallelamecttì a b'c; a'b'dd è un angolo triedro, ecc. Questo in 
generale. Ma quei segni, e altri più complicati hanno pure signifi- 
cato, se ì punti giacciono in un piano, sono in linea retta. Così 
a'ab indica il raggio avente per termine a e contenente b. 

Se col segno 1 si intendono i numeri (reali e finiti), e colla re- 
lazione e i.ab si intende un'equazione ft'a a, ì>, e della forma f{a, b, e) 
■= 0, allora la scrittura d e abc (d è un punto del triangolo abc) 
rappresenta la relazione fra a, b, e, d che risulta eliminando .r fra 
le due eijuazioni f{b, e, a;) = e f(a, x, d) = 0. 

P9. Questa definizione è sufficiente per le nostre ricerche geo- 
metriche. Ma data una classe fi, applicando un numero finito di 
volte le definizioni 6. 7, 8 si ottei^ono delle classi, come ftft, h'h, 
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h{7ih) pcc le quali ^e ne'<''iina piopneta si conDsee dalla reK- 
zione fondimentale t e^fi siiio \n numei ) infinito Se a questi re- 
lazione •>! attribuiscono le e munì proprietà g iraetriche i^s e n m 
sono tutte distinte 

Si hanno definizioni li ma^gioio eleganza nel modo seguente. 
Essendo fi una cla^^se si chiami tUi'^se ìaUÀti da /( e si indichi 
con / la classe formata da ft e di tutte quelle Lrhe se ne dedu- 
cono ripetendo più ^olte le operazi ni date ialle def 6 7 8 La 
leflnizione di h non si può espiimeie coi '^egni mtrodotli poiché 
m es'sa cccoiit, il concetto di numero Fssi si può esprimeie me- 
diante questi segni, e quelli introdotti nella « Arithmetices prin- 
cipia ». Allora si può definire per retta (PIO) la classe derivata da 
due punti non coincidenti, e per piano (.P12) la classe derivata da 
tre punti non collineari. Queste definizioni e quelle del testo, am- 
messi gli assiomi geometrici, finiscono per coincidere; ma, acam- 
biando le definizioni, l'ordine delle proposizioni verrebbe del lutto 
alterato, poiché alcune proposizioni sulla retta e sul piano, che ora 
dipendono dagli ultimi assiomi, ne diventerebbero indipendenti, e 
viceversa. 

PIO. Il segno 3 si può leggere retta, poiché la classo i];ui defi- 
nita è precisamente quello che chiamiamo retta, se alle parole punto 
e segmento attribuiamo il comune significato. Questa definizione si 
legge: 

« Retta e ogni ente ce avente la proprietà di potersi eguagliare 
ad un {ai))", ove a & b siano punti distinti ». 
Pll. Il segno CI si legga collineari. 

« Se a, b, e sono punti, allora dire che a, ì), e sono collineari, equi- 
vale a dire non è assurdo l'immaginare un ente r che sia una retta, 
e che contenga i punti a,b,c». 

P12. Il segno 3 si può leggere piano, per la ragione esposta 
alla PIO. 
e Piano è ogni ente (abc)", ove a, b, e siano punii non collineari s-. 
P13. Il segno Gp leggasi complanari. 

« Quattro punti diconsi complanari se giacciono in un medesimo 
piano ». 
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Le definizioni 11 e 13 sono abbreviazioni, di cui si potrebbe anche 
fare a meno. 

Pi4. 11 segno Cnv leggasi figura convessa. 

« Figura convessa significa ogni ente x il quale sia una classe 
di punti, e sia tale che comunijue sì prendano a e b, purché punti 
di x, si possa dedurre che ab è contenuto in x ». 

Ossia « figura convessa è una figura che contiene tutto il segmento 
che unisce due suoi punti qualunque ». 

§ 3. 

I teoremi contenuti in questo § si deducono puramente dalie de- 
finizioni e assiomi logici; e sono qui opportune alcune parole sulla 
dimostrazione. 

È noto che la Logica scolastica non è di sensibile utilità nelle 
dimostrazioni matematiche ; poiché in queste mai si menzionano le 
classificazioni e regole del sillogismo, e d'altra parte vi si fa uso 
di ragionamenti, del tutto convincenti, ma non riduttibili alle forme 
considerate in Logica. Per questa ragione alcuni matematici, fra cui 
Cartesio, proclamarono essere l'evidenza l'unico criterio per rico- 
noscere l'esattezza d'un ragionamento ('). 

Ma questo principio lascia alla sua volta a desiderare. Una dimo- 
strazione può essere piii o meno evidente; essere evidente per una 
persona, dubbia per un'altra; e ad ognuno sarà successo di trovare 
insufficienti delle dimostrazioni già ritenute esatte. Esso poi lascia 
tanto piii a desiderare nelle nostre ricerche, le quali si riferiscono 
a proposizioni, cui si è tanto abituati, che possono parere a molti 
pressoché evidenti. 

Però questa questione è suscettibile di soluzione del tutto sod- 
disfacente. Invero, ridotte, come qui si è fatto, le proposizioni in 
formule analoghe alle equazioni algebriche, allora, esaminando le 
comuni dimostrazioni, si scorge che esse consistono iu trasforma- 
ci « La déduction se fait par le sentiment de Vévidenoe, qui E'a besoin d'au- 
cune règie, et ne peut étre supplée par aucune ». Duhambl, Hes Mèthodes dans 
Us Sciences, etc. (Paria 1875), 1, p. 17. 
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zioni di proposizioni e gruppi di proposizioni, aventi massima ana- 
Ic^ia colle trasformazioni delle equazioni algebriclie simultanee. 
Queste trasformazioni, o identità logiche, di cui facciamo continua- 
mente uso nei nostri ragionamenti, si possono enunciare e studiare. 
La raccolta delle identità logiche di cui facciamo uso fu già fatta 
nel mio opuscolo menzionato: molte di esse furono raccolte dal 
Boole. Il loro numero è grande; sarebbe uno studio interessante, e 
che finora manca , il distinguere le fondamentali , che si debbono 
ammettere senz'altro, dalle rimanenti, contenute nelle fondamentali. 
Questa ricerca porterebbe ad uno studio, sulla Logica, analogo a 
quello qui fatto per la Geometria, e nel precedente opuscolo per 
l'Aritmetica. 
Nelle note seguenti trovansi alcuni saggi di queste trasformazioni. 
Pi, « Se a e 6 sono punti, sì deduce: dire che e è un a'ò, equi- 
vale a dire che e è un punto e che 6 è un ac. Dimostrazione : 
Questa prop. fe equivalente alla PI del §2 ». 

È evidente che questa prop, è la def. 1 leggermente trasformata. 
Volendo esaminare più attentamente come la def. i si trasformi in 
questa, si sostituisca nella prop. cea'6, al posto di a'6, il valore 
dato dalla def, 1. Si avrà: cefl'6. = . ee(l . [a;e| (&efl£c)}. Ora 
un'identità logica dice che, se A e fe sono due classi di enti, si ha 
flcAnft. =::«€/!. ae /e. Applicando questa riduzione al secondo 
membro dell'equazione precedente, si avrà e e a'& . = : e e 1 , e e [i» e | 
{p e ax). Ora, se a è una relazione contenente una lettera ic, la pro- 
posizione e e [ice] a, cioè e è uno di quegli enti x che soddisfano 
alla condizione a, è equivalente alla proposizione che si ottiene so- 
stituendo in a, al posto di x,c\ quindi ce[a;e] (&e«a;) . = .&eae. 
Tenendo conto di questa identità si ha la formola a dimostrarsi. 

Viceversa, da questa proposizione si può dedurre la P 1 del § 
precedente. Si faccia precedere ai doe membri dell'eguaglianza tesi 
il segno [e e] ; osservando che [e e] cea'b .^= a'i>, poiché i due segni 
[e e] e e e si distruggono, e che [e e] (e e 1 . ft e ac) vale 1 . [e e] (6 e ac), 
in virtù dell'identità logica [e ej (a p) . — : [e e] a . \c e"! p, si avrà la 
prop. 1 del § 2, ove al posto di a> si legge e. 
Noi ci fermeremo in seguito pochissimo nell'esame della trasfor- 
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ì delle proposizioni, il quale, per chi non ha presenti tutte 
le identità logiche, risulta troppo faticoso. 

Il lettore può continuare ad adottare, onde riconoscere se un ra- 
gionamento sia esatto, o non, il comune criterio dell'evidenza. Qui 
basta notare che queste trasformazioni sono assoggettate a regole 
fisse, raccolte nell'opuscolo menzionato, 

P2. « Dim. Dalla prop. 1 si deduce la 2 ». 

Elcco la trasformazione; Sì congiunga ai due membri dell'egua- 
glianza tesi nella 1 la proposizione e e 1 . Osservando che una pro- 
posizione ripetuta due volte equivale alla stessa scritta una volta 
sola (a a — a), si avrà la proposizione 

a, 6 e 1 . ■"■ e e 1 - e e a'fi : = 6' e i . ft e «e. 
Ricorrendo alla proprietà letica 

ove a, p, f, b sono proposizioni (cioè dire che nell'ipotesi a, la con- 
dizione ^T è equivalente alla p ò, significa dire che dall'ipotesi a 
si deduce t = b), si ha la proposizione 2. 

P3. La 3 si ottiene dalla def. 2 come la prop. 2 si è dedotta 
dalla def. 1. 

P12. « Se a è un punto, hek sono figure, e se /i è parte di k, si 
deduce che ah' è parte di ak'. Diìn. Dall'ipotesi e da P8 si deduce 
che la proposizione xeah' vale: a; è un punto, ed esistono dei 
punti comuni ad ft e x'a; da questa si deduce che a; è un punto, 
ed esistono dei punti comuni a fe e a afa; questa vale a>€ak'; 
adunque da a? e ah' si deduce x e a/c', ossia la tesi ». 

Le identità libiche cui si ricorre in questa dimostrazione sono; 
Se h, k, l sono classi (d'una stessa categoria), si ha 

cioè se A è contenuto in l\ anche la classe ìtni è contenuta in 
kr^i. Poi 

ftO/c./i- = jV:0-^>-'- = A. 
cioè se h è contenuto in /•, ed esistono degli fi, esistono pure dei k. 
Infine alla 

If3k.= :x€h.0a:.Xik, 
cioè dire che h è contenuta in k, vale dire che tutte le volte che w 
è un h, si possa dedurre che x è un /r. 
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Le prop. 10 e 11 si enunciano e dimostrano come la 12. 
P29. « Se a,l),c sono punii, non collineari, allora {ah e)" è un 
piano ». 

§ 4. 
PI. « La classe 'punto non è nulla », ossia « esistono dei punti ». 
Di questo assioma non avremo mai occasione di fare uso, e si 
potrebbe sopprimere. Si è citato per analogia cc^li assiomi II, IV, "VII, 
XII, XV. Del resto questa proposizione fa parte detl'ipolesi di quasi 
tutte le proposizioni. Così nell'assioma seguente l'ipotesi è che a sia 
un punto, dalla quale ipotesi si deduce che esistono dei punti. 

P2. « Se a è un punto, si deduce che l'essere x un punto diverso 
da a non è, rispetto ad x, assurdo », ossia ■< dato un punto, esi- 
stono dei punti non coincidenti in esso ». 

Di questo assioma si fa uso solo in §9P2U, e precisamente per 
poter affermare * tre punti coincidenti sono collineari ». Questo 
assioma è pure contenuto nelle ipotesi di alcune proposizioni, ad 
es. nell'ass. IV. 
P3. « Se ff è un punto, la classe aa è nulla ». 
Se al posto della relazione fondamentale e e a& si sostituisce una 
relazione qualunque fra tre enti, questa proposizione non è. in gene- 
rale vera. Se 1 significa numero (Anito), e si prende per relazione 
fondamentale un'equazione f{a, b, e) = 0, che supporremo algebrica e 
di primo grado in e, attinchf" sia vera la prop. S, che qui nel nostro 
caso significa : « l equazione / (a, a, e) := non può essere soddis- 
fatta da alcun valoie di '^ e di e », bisogna che il coefficiente di e 
in f(a,b,c) sia divisibile per a~b, e non lo sia il termine noto. 
Se il coefficiente di ce a-b, allora questa relazione soddisfa ai due 
assiomi III e IV. 

P6. « Se a, ò sono punti, e e è un punto di ab, saranno o e & 
distinti ». Le P4 e 5 sono ì passaggi intermediarli dalia P3 alla 6. 



PI. L'assioma V dice che il segmento ab è funzione simmetrica 
di « e &. Non ogni relazione sostituita al posto di e e ab, è simme- 



y Google 



— 32 — 
tiica ribpptto ad ^7 e f) Se " e sino numeri, e f{a, b) è una fun- 
zione simmetiica Aia&ì) la relazione (a — 6)^0 = /■(«,!») soddisfa 
a tutti gli as'Jionii finora enunciati 

P9 Se cm aS bi fos^e mtes) il sistema di punti giacenti sul seg- 
mento ai} coinpre=ii gli estremi 1 assioma VI non sarebbe verifìcato- 
Plb L asbioma VII lice che un segmento non nullo si può pro- 
lungare ìa una lualunquc delle ''ue parti, 

frh assiomi flnoia enunciati esprimono le proprietà primordiali 
dei segmenti quelli che seguono sono alquanto più complicati. 

Il =(ia M P\srH nel suo pi egei ole libro Vorlesungen uher Geo- 
ìneù/e (Leu zig 1883) jnde studiai e le proprietà della retta, parte 
puie dal concetto di segmento enunciandone le proprietà fonda- 
mentali mediante Grundsàtze (Assiomi) e quelle che se ne possono 
dedurre mediante Lehrsatze (Teoremi). Ecco i due primi assiomi 
del Pasch : 

€ I. Zwischen zwei Punkten kann man stets einc gerade Strecke 
ziehen, und zwar nur elne ». 

« II. Man kann stets cinen Punkt angeben, der innerhalb einer 
gegebenen geraden Strecke liegt ». 

Si scoile l'equivalenza di questa seconda proposizione col mio 
Ass. IV. 

Qual' è il significato della prima ? L" espressione « due punti » 
presenta una prima ambiguità, indicando essa, nel linguaggio co- 
mune, ora « due punti qualunque » ora « due punti distinti ». Nel 
primo significato la prima parte della prop. I si può tradurre 

«, i> e 1 . . «f> e K 1, 
la quale è la P4 del §1. Nel secondo significato essa si traduce 

a, b e 1 . a — -— b : ^ . al) iKl, 
ed allora si escludono i segmenti nulli. È nel secondo significato 
che vanno intese le parole dell'A., come si vede dalla prop. II. 

La stessa espressione « due punti » si presta ancora ad un'altra 
ambiguità, poiché essa indica talvolta la successione (disposizione) 
di due punti, altra volta il gruppo (combinazione) dei punti. Nel 
primo caso, la seconda parte della prop. I si può interpretare 
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che è la P5 del §1. Nel secondo caso essa significa : 

a,b,c,ai.l .-.a^b .c = d:'-':a^d .b=:i: ■.■.■3 .aG^='>)d, 
ovvero, brevemente, 

a,b,c,del.a'-ic:=b--id:Q.ac^b(ì, 
ed allora essa comprende anche l'Ass. V del presente scritto. È la 
seconcla interpretazione che bisogna dare alle parole dell'A. 

Si vede da questa breve discussione quanto sia difficile in i^ue- 
stioni così delicate, anche ad un accurato scrittore, evitare {^ni 
pericolo di ambiguità, ove si proceda col linguaggio comune. Onde 
vincere questa difficoltà occorre analizzare ogni proposizione, e fis- 
sare completamente il valore dei termini di cui ci serviamo. Così 
facendo si arriva necessariamente o alle notazioni logiche, che qui 
uso, a un sistema equivalente. 
Il Grundsatz III del Pasch significa: 

a,bel.Ciab:o:a— = c.a — ^b.a—ibc. 
Esso è un gruppo di tre proposizioni. L"una è la Pli del §5, 
equivalente ail'Asg. VI, l'altra è la P6 del §4, equivalente all'Ass. Ili; 
l'ultima è la P18 del §6, e questa è un teorema. 

I Grundsàtze IV, V, VI, VII, Vili del Pasch corrispondono ai miei 
A.SS. Vin, IX, VII, X, XI. 

In seguito, poiché il Pasch considera la porzione di piano come un 
nuovo ente non definito, cessa c^ni analogia fra il suo studio e il mio. 

§6. 

Le proposizioni contenute in questo g e nei successi\"i, non hanno 
tutte eguale importanza; molte di esse costituiscono una successione 
di trasformazioni, colie quali, partendo da una proposizione se ne 
deduce un'altra. 

Un procedimento notevole di trasformazione dì proposizioni, e di 
cui facciamo uso qui ed in seguito, è l'eliminazione che sta nella 



« Avendosi una proposizione, i cui due membri {Hp e Ts) con- 
tengano una stessa indeterminata x, si metta, ove sia possibile, la 
proposizione sotto la forma: 
a.cdih-.'^.cci.ì!, 
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ove a è una proposizione, o gruppo iti proposizioni, non contenente 
la ic, e ft e /i sono classi. 
Allora la stessa proposizione si può scriverle ; 
a . . /( ''. 
nella quale non comparisce più la lettera x ». 

L'assioma Vili ha già la torma voluta per reliminazìone di & (si 
osservi che &El.&eac: = :^e oc). Eliminando b, si ha la P 2 ; da 
questa con uno scambio di lettere, la 3. Dalla 3 e dalla 4, la quale 
si ottiene dalla 3 perrnubindo a con b, sì ha la proposiziono 3 che 
comprende le precedenti. 

Dalla 7, eliminando e, si ha la S. Dalla 9 si deduce la lU prima 
eliminando b, e poi sostituendo la lettera bue. 

Qui per brevità si è già tralasciato di enunciare la proposizione 
intermedia ; e in generale, man mano che si progredisce, aumenta 
il numero delle proposizioni intermedie omesse. Dalla stessa propo- 
sizione 7, che si può mettere sotto la forma 9, eliminando e si ha 
la iO. E questo gruppo di proposizioni è compendiato nella 11. 

Eliminando invece, dall'assioma da cui partiamo, il d, si ha la 
proposizione 12. Onde es^uire questa eliminazione occorre risol- 
vere le proposizioni e e atf e bead, che contengono d, rispetto a 
questa lettera, scrivendo al posto di esse d ea'c e (i e a'b ; allora si 
applica la regola enunciata. 

Le proposizioni 13-17 costituiscono un altro gruppo ; l'ultima con- 
tiene tutte le precedenti. 

La 18 non ha propriamente la forma Hp o Ts, che hanno le pro- 
cedenti. Si può mettere sotto questa forma trasportando una delle 
proposizioni che costituiscono l'ipotesi nel secondo membro; essa si 
può per esempio l^gere 

a, b, e i,l . e f. ab : ^. b — è ac. 
Allora si può eseguire reliminazìone d'una qualunque delle tre 
lettere che vi compaiono colla regola esposta. Ma volendo conside- 
rare la proposizione s.itto la forma che essa ha, si può usare la 
regola seguente. 

« Avendosi un proposizione, il cui secondo membro sia a.> ^ il 
cui primo memhro contenga un'indeterminata x, si risolvano, ove 
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si possa, le proposizioni clie coiitongono w, rispetto a (juesta lettera, 
e si riduca la proposizione alla forma 

ove a è una proposizione non contenente x, e /;, k, l sono delle 
classi. Allora la stessa proposizione si può scrivere 

in cui non comparisce la X ». 

Eliminando con questa regola la e dalla 18 sì ha la 19; elimi- 
nando invece la a sì ha la 20, da cui, con una permutazione di 
lettere la 21. L'eliminazione di ò eondurrebbe di nuovo alla 19. 

Per eliminare la lettera e dall'assioma Vili, si osservi che questa 
lettera comparisce nell'Sp, e non nella Ts:, quindi non siamo in 
nessuno dei due casi precedentemente trattati. Si può ridurre al 
secondo trasportando la Ts. nel primo membro. Del resto la regola 
ad applicarsi in questo caso ò la seguente: 

« Se una proposizione è riduttibile alla forma 

ove X è una indeterminata, b e 6 sono proposizioni non contenenti 
a?, e A, ft sono classi, la stessa proposizione si può scrivere, elimi- 
nando X, 

a. Il r. ft- — ^^;r)6 >.. 
Eliminando e dall'Ass. Vili con questa regola si ha la 22, da cui, 
con trasformazioni, le 24 e 26. 

Dall'Ass. Vili si potrebbe pure eliminare «. Il risultalo èia pro- 
posizione poco interessante : 

ì),c,tie 1. 0- li'c n c'b 3 d'b. 
« Se &, e, d sono punti, allora ogni punto comune ai due raggi 
d'c e c'ì> appartiene al raggio d'b ». 

Dall'Ass. IX eliminando & si ha la 2, o con scambio di lettere la 
3, la quale unita con una del § precedente, dà luogo alla 4. 

Eliminando e dalia 5 si ha la 6, da cui si ricavano in modo ana- 
logo al precedente le 7 e 8. Eliminando a dalla stessa proposizione 
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i l'eguaglianza di due figure come una particolare 



Delle figure convesse. 

Nelle pagine precedenti furono sviluppate parecchie proprietà 
delle figure convesse. Meritano ancora interesse le seguenti pro- 
prietà metriclie. 

« Se A è una figura piana, convessa, finita, il lìmite superiore 
delle aree poligonali interne ad ft è ^uale al limite inferiore delle 
aree poligonali contenenti nel loro interno h; e il limite superiore 
dei perimetri dei primi poligoni (supposti convessi) è eguale al limite 
inferiore dei perimetri lìei secondi poligoni ». 

i proprietà analoga per le figure solide. 
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